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Ein wenig Mathematik

Gegeben:
xX=a-a-a-a-...a (m mal der Faktor a )
y=a-a-a-a-...a (n mal)

Dann:
X-y=a-a-a-a-...a (m-+n mal)

René Descartes (1596—1650) erfand F
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m, n, m+n sind Exponenten von g und g
sind auch der Logarithmus von x, vy, z iy, 2
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Eine Frage

Zeitraubende Multiplikation x -y kann also durch einfache Ad-
dition m + n ersetzt werden.

Ebenso kann Division x/y auf Subtraktion m — n reduziert wer-

den, sowie Potenzberechnung auf Multiplikation, und Wurzel-
ziehen auf Division.

Frage: Wieso hat Jost Bilrgi (1552—
1632) das als erster gegen 1600 fiir ef-
fizientes Rechnen ausgenutzt?

Die Antwort ist einfach . ..

Er war eben ein genialer Mathematiker.
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Was stand ihm denn zur Verfugung?



Vorgeschichte des Exponenten

Die Griechen des Altertums definierten Zahlen mittels Buch-
staben des Alphabets:

A=1 B=2T=3, ...
I=10, K=20, A=30, ...
P =100, ¥ =200, T =300, ...

A2 =1000, B2 = 2000, '2 = 3000, . ..
(2 ist der archaische Buchstabe Sampi)

Die grolste Zahl, die mit einem Buchstaben dargestellt werden
konnte ...



M = 10000 (1 Myriade)

Bedeutete damals wie heute noch "eine sehr grolBe Menge".

Apollonius von Perga (240 — ca. 190 v. Chr.) definierte mit
M und den ersten Buchstaben des Alphabets folgende Zahlen:

% B Y )
M = 100001: M = 100002 M = 100003; M = 10 000%; . ..

Schon 400 Jahre vorher gab es eine viel grolBere Zahl . ..



Archimedes : Sandzahl
Archimedes (287(7)—212 v. Chr.) konstruierte eine riesige

Zahl, mit der er die Behauptung widerlegte, dass die Sandkdrner
am Strande des Meeres nicht gezahlt werden kdnnen.

Sandzahl = die Anzahl der Sandkdrner,
die das Universum fullen wirden.

Archimedes bewies — in moderner Nota-
tion

Sandzahl < 10810° = 70800000000

Fur den Beweis erstellte er folgendes

Theorem: a’ - a"” = a"" ™"

Viele Jahrhunderte wurde das Resultat ignoriert . ..



Dreizehn beruhmte Mathematikbucher

Diophantus von Alexandria (ca. 201-214 — ca. 284-298)
schrieb dreizehn Bilcher Uber die LOosung von Gleichungen.

Heute wird die Sammlung als Arithmetica | BTOPHANTI
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Einige der restlichen zehn Blcher — sechs
griechische Manuscripte und vier arabi-
sche Ubersetzungen — werden nach mehr L ki
als 1700 Jahren immer noch gedrucktl. B it snh G

Tacobaza, fub Ciconiis,

! M. DC. XX,
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Arithmetica hat eigenartige Symbole fur
Produkte einer Variable . ..



Eigenartige Symbole

Diophantus benutzte fur uns eigenartige Symbole, um Produkte

einer Variable zu darzustellen.

Was bedeutet z.B. folgende

Gleichung, wobei " - " und " = " moderne Notation sind?
AY - AYA =KYK
Die LOsung:
x2 x> x4 x° x®
5 AY KY AYA AKY KYK
2. 4 _ .6
Wir haben also: X X X
AY - AYA =KYK

Weitere Beispiele fur Produkte einer Variable . ..



Weitere Beispiele

Nicolas Chuquet (ca. 1455 — ca. 1500):
120, 121, 122, ... bedeutet 12, 12x, 12x2%, ...
122 pedeutet 12x~1

Pietro Antonio Cataldi (1548—-1626)

53 via 84 fa 407 bedeutet 5x°-8x* = 40x”
Adriamus Romanus (1561-1615)

1(45) bedeutet x*®

Burgi hat eine Notation, die klar zwischen Koeffizienten und Ex-
ponenten differenziert . ..



Jost BUrgi (Dokument erstellt vor 1601. Es war 1923 in der
Blicherei der Sternwarte in Pulkowa bei St. Petersburg. Heute?)

Romische Zahl ist Exponent einer VVariablen.

vi ii Vi+iii iX

4.3 = 12 =12 bedeutet 4x°.3x3 = 12x613 = 12x°

Johannes Kepler (1571-1630) iibernahm diese Notation.

Die Entwicklung der Exponenten fiir Zahlen verlief anders . ..



Exponenten fur Zahlen

Lange Zeit waren Exponenten fir Zahlen unnotig, so dachte
man.

Wenn z.B. 3-3-3-3 auftrat, berechnete man das Resultat und
setzte 81 (=3-3-3:3) ein.

Deshalb brauchte man keine Kurzform wie 3%.

Die Idee eines Exponenten fur Konstante taucht nach Archi-
medes erst 1544 wieder auf ...



Die erste Potenztabelle

Im Jahr 1544 veroffentlichte Michael Stifel
(1487—1567) in Arithmetica Integra
eine eigenartige Tabelle.
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Benutzung der Tabelle
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Oben: Exponenten n (Stifels Definition)
Unten: Zahlen (moderne Notation: 27;

Basis = 2)

Multlpllkatlon -8 = 2 wird auf Addition —2 + 3 = 1 reduziert.
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Problem: Die zweite Zeile enthalt nicht alle Zahlen.
Wie kann das vermieden werden?



Burgis Losung

Vor 1600, also rund funf Jahrzehnte nach Stifel, stellt Burgi
folgende Uberlegungen an.

Ziel: Eine Potenztabelle, die alle Zahlen handhaben kann und
die mit manuellem Rechnen relativ leicht erstellt werden kann.

Definition: Mit Skalieren meinen wir immer eventuell wieder-
holte Multiplikation mit 10 oder 1/10.

Mit Skalieren reduzieren wir u. a. die grolBen Zahlen der Potenz-
tabelle, in der Hoffnung, dass somit Blrgis Idee klarer wird.

Die LOosung besteht aus drei Schritten ...



Drei Schritte

1. Die Tabelle hat nur Dezimalzahlen im Bereich von 1.0 bis
10.0. Vor Anwendung der Tabelle werden alle aulerhalb liegen-
den Zahlen mittels Skalieren in diesen Bereich gebracht.

2. Die Basis ist so gewahlt, dass die Zahlen der Tabelle leicht
berechnet werden kdnnen.

3. Die Tabelle hat geniigend Zahlen im Bereich 1.0 bis 10.0,
so dass die Exponenten fuer die fehlenden Zahlen durch Inter-
polieren gentuigend genau berechnet werden kdnnen.

Schritt 1: Die Basis ...



Burgis geniale Basis

Die Basis hat die Form 1.0...01, wobei die exakte Form noch
entschieden werden muss.

Grund: Die Berechnung der Zahlen ist dann ganz einfach.

Beispiel: Gegeben sei 1.0001%°% = 1.41904272

Die nichste Zahl 1.0001%°% = 1.0001 - 1.41904272 =
1.41904272

+0.000141904272
1.41918462

Blrgi bendtigt also nur Addition fur die Berechnung der
Tabelle.

Wie hat er die spezielle Form fiir 1.0...01 gewahlt?



Burgis Wahl fur 1.0...01

Je kleiner 1.0...01, desto mehr Zahlen fallen in den Bereich 1.0
bis 10.0

Blrgi wollte die Basis so klein ansetzen, dass er gerade noch
die Zahlen berechnen konnte.

Er konnte den Rechenaufwand einfach abschatzen.

Fir die Basis 1.1 fallen N = 24 Zahlen in den Bereich 1.0 bis
10.0. Eine einfache Uberlegung: 1.1 ~ 1.01'9 1.01 ~ 1.001'° etc.

Basis 1.01 N < 250 genau N = 231
1.001 N < 2500 N = 2303
1.0001 N < 25000 < Birgis Wahl, mit N = 23027
1.00001 N < 250000 N = 230259

Sehr genau: 10.000 00000 = 1.000123927:0022033  (Birgi 23027.0022)



Die Potenztabelle erscheint 1620

Rote Exponenten n

Schwarze Zahlen 1.0001"
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Blrgi erstellt auch eine Gebrauchsanleitung . ..



Die Gebrauchsanleitung

ist handgeschrieben und wird mit jeder Kopie der Tabelle separat
geliefert. Erst 1865 wird die Gebrauchsanleitung gedruckt.

Blrgi ist der Miterfinder des Dezimal-
bruchsystems. Er schreibt eine kleine Null
Uber eine Zahl, um den Ubergang von
ganzer Zahl zum Dezimalbruch — heute
mit Dezimglpunkt markiert — anzugeben:

Z.B. 230270022 bedeutet heute 230270.022
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Die Titelseite hat eine eindrucksvolle Grafik . ..



Titelseite der Tabelle

O
Exponenten n 500 1000 ... 23000 230270022
Zahlen 1.0001" 1.051 1.105 ... 9973 10.000
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Leider trifft er zwei bedauerliche Entscheidungen



Zwel bedauerliche Entscheidungen
1. BUrgi verzdgert die Vertffentlichung der Tabelle

Blrgi entwickelt die Potenztabelle wahrscheinlich 1596 und spa-
testens 1602. Gedruckt wird die Tabelle aber erst 1620.

John Napier (1550—-1617) veroffentlicht 1614 eine Logarith-
mustabelle — also 6 Jahre vor dem Erscheinen der Potenztabelle
— und erwirbt damit dem Ruf, Erfinder des Logarithmus zu sein.

2. BlUrgi entwickelt die Idee nicht weiter

Mit hoher Wahrscheinlichkeit hat Bilrgi bestimmte Beziehungen
gesehen, aber nicht verfolgt.

Ein treffender Kommentar ...



Keplers Kommentar

Johannes Kepler (1571-1630) erwdhnt beide Aspekte auf
Seite 11 in Tabulae Rudolphinae (1627).

Beigoi1 o : b s A
Lag”,v,;w- Angli, obtinerifacile potuiflec; utfi rooooo. al-

forma di- fumatur pro Logarithmo unis fcruguh, tunc

gerfa. 2000006. eflet Logarith: unius fecundi, 3e0000.

Logarithm? unius tertij) hocinquam fiexpeuis:

ecce tibiapices logifticesantiquz, qui praftant

~ hoclonge commiodius: qui etiamapices logifti-

Justus cijufto Byrgio multis annisante editionem Ne-

BYRG1US perianam, viam prziveruns, ad hos ipfiffimos

dogarithmos Logarithmos, Etfihomo cunétator & {ecreto-

gus occafio- ram fuorum cuftos, feerum in partu deftinr,
R ponad ufus publicos educavit.

Exadverfoverd, cum Heptacoﬁas iftann-
meros Logifticos exhibeat rationales ; eoncin-
num eft mulcd magis , ut eorum Logarithmi
{inricrationales; ut hocirrationalitads difcrimi-

=T (=2 . — -
oarithmus (id quod per Logarithmos Bngg(rj

"Derartige logistische Hoch-
zahlen [= Exponenten, die
Kepler im Vorsatz erwahnt]
haben Justus Byrgius viele
Jahre vor dem Erscheinen
von Napiers System zu ge-
nau diesen Logarithmen ge-
fuhrt. Aber er, ein zogerli-
cher Mensch und Huter sei-
ner Geheimnisse, hat das
Kind bei der Geburt im

Stich gelassen und nicht fur allgemeinen Nutzen grols gezogen."

Eine Idee, die Bilirgi sicher hatte, aber nicht verfolgte ...



Burgis Titelseite der Tabelle ...

.. .Ist der erste Schritt zur Rechenscheibe: Gleiche Winkel pro-
duzieren Multiplikation mit gleichen Faktoren.
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Sicher sah Burgi diese Beziehung . ..

... und dachte an Rechnen mit einer oder zwei Kopien des Zahlen-
ringes.

Wir sehen spater eine Konstruktion fur den Fall, wo nur eine
Kopie benutzt wird. Bei zwei Kopien sieht es so aus



Implementierung mit zwei Kopien

Nennen wir es BlUrgis Rechenscheibe.

£5578191T})
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Wir konnen sicherlich annehmen



Wir konnen sicherlich annehmen

...dass Birgi irgendeine Konstruktion im Kopf hatte. Denn er
war ein brillanter Uhrmacher, Astronom, Instrumentenbauer.

Himmelsglobus 1594 Proportionalzirkel 1582

CIRCINVS PROPORTIONIS. ]

Implementierung einer Rechenscheibe ...



Implementierung einer Rechenscheibe . ..
. ist einfach, wenn man Bilrgis Potenztabelle benutzt.

Wenn man die Genauigkeit eines Rechenschiebers der 1960er
Jahre erreichen will, muss man im wesentlichen eine Basis-10
Logarithmustabelle mit 320 Dezimalzahlen erstellen. Ware fir
Blrgi, einem Miterfinder des Dezimalbruchsystems, einfach gewe-
sen.

Fur jede Dezimalzahl wird die Potenztabelle dreimal benutzt.
Der Rest is graphisches Skalieren mit Burgis Proportionalzirkel.

Berechnung der Tabelle plus Herstellung der Rechenscheibe er-
fordern 1-2 Wochen. Die Rechenscheibe hat dann zwei Ringe mit
Dezimalzahlen 1.0 bis 10.0.

Dann hatte er sicher noch weitere Ideen gehabt ...



Zusatzliche Skalen

Er konnte doch auch eine lineare Skala der roten Zahlen von
0 bis 23027 auf einem der Ringe anbringen.

Doch, halt, so hdtte er gedacht, der letzte Wert 23027 erzeugt
doch all die Komplikationen beim Rechnen. Warum nicht eine
Skala, die diese Probleme vermeidet?

Da bietet sich ihm — dem Miterfinder des Dezimalbruchsystems
— die lineare Skala 0.0 - 10.0 an! Und mit dieser Uberlegung wére
er auf den Logarithmus mit Basis 10 gestolien, und hatte sicher
uberlegt, wie er daflr eine genaue Tabelle bauen kdnnte.

Und so ware er auch auf weitere Ideen gekommen, z.B. die Daten
seiner sehr exakten Tabelle fuir Sinuswerte auf einem der Ringe

unterzubringen.

Warum hat Biurgi das nicht verfolgt?



Warum hat Burgi das nicht verfolgt?
Wir kOnnen naturlich nur raten, aber Folgendes liegt nahe:

Burgi hatte den Ehrgeiz, genaueste Rechenwerte, Tabellen, Uhren,
Instrumente und Werkzeuge zu bauen.

Eine Rechenscheibe war wohl fur ihn nicht interessant.
Jedoch wdren Wissenschaftler und Ingenieure hocherfreut gewe-
sen, wenn man ihnen ein zwar etwas ungenaues aber sehr ef-

fizientes Rechenwerkzeug gebaut hatte.

Die Entwicklung von Rechenschieber, -scheibe, -walze vom 17.
Jahrhundert bis zur Mitte des 20. Jahrhunderts hat das bewiesen.

Stattdessen wird die Erfindung woanders gemacht . ..



Stattdessen

.erfindet Edmund Gunter (1581-1626) die logarithmische
Skala, die als Gunter’'s Line bekannt wird.

Die Skala hat er 1620 sicherlich von der Logarithmustabelle des
Freundes und Kollegen Henry Briggs (1561—1630) abgeleitet.

Auf einem Lineal aufgetragen, kann man mit dem Stechzirkel
Segmente der Skala erfassen. Diese Segmente kann man somit
addieren oder subtrahieren, und damit effectiv Zahlen multi-
plizieren und dividieren.

Zwei Jahre spater wird das Verfahren vereinfacht durch den . ..



Rechenschieber

William Oughtred (1574—-1660) legt 1622 zwei Gunter Li-
neale nebeneinander und erfindet so den Rechenschieber.

1632 uUbertragt er die Skala auf einen Kreis und erfindet so die
Rechenscheibe.

Darauf 340 Jahre Weiterentwicklung ...



Darauf 340 Jahre Weiterentwicklung . ..

bis 1976. In dem Jahr brachte der elektronische Rechner
die kommerzielle Produktion von Rechenschiebern, -scheiben und
-walzen zum Stillstand.

Thacher Rechenwalze (ca. 1890); 61 cm lang, Skala 9 m lang

Zuruck zur Entwicklung des Logarithmus . ..



Napiers Logarithmus

John Napier (1550—-1617) entwickelte Methoden und Werkzeuge,
die das Rechnen erleichterten und spater Grundkonzepte fur Rechen-

maschinen lieferten.

Am wichtigsten ist seine Logarithmustabelle, die er unabhangig
von Birgi entwickelte. Gedruckt 1614, also 6 Jahre vor Birgi.

Logarithmorum
Canonis dcﬁnptto, ‘ =

| Ejulque ufus, in utraqu
T rigonometria; ut etiam i
omni Logiftica Mathcmatica,
Amplifsimi, Facillimi , &
expeditiffimi explicatio.

Authore ac Inventore
IO ANNENEPERO,
BaroneMerchiftonii,
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Napiers Modell
Napiers Ansatz is ganz anders als Burgis.

A C B

1 3 1

i | L

L
D F

Ein Punkt bewegt sich von A in Richtung B. Zur gleichen Zeit
started ein zweiter Punkt von D. Der zweite Punkt bewegt sich
mit konstanter Geschwindikeit. Der erste Punkt started mit der-
selben Geschwindigkeit, verlangsamt sich aber, je mehr er sich
B nahert, wie folgt.

Wenn der erste Punkt bei C angekommen ist, dann ist die
Geschwindigkeit die urspringliche Geschwindigkeit multipliziert
mit dem Faktor (Lange (C,B))/(Lange (A,B)). Deshalb ist die
Geschwindigkeit des ersten Punktes Null wenn er B erreicht.



A
1o
b

| 1

D F

Nehmen wir an, dass der zweite Punkt sich in Position F befindet,
wenn der erste Punkt bei C angekommen ist.

Napier definiert, dass die Lange (D,F) der Logarithmus der
Lange (B,C) ist.

Napier wihlt Linge (A,B) = 10’. Die Beziehung zum natiir-
lichen Logarithmus In, mit Basis e = 2.71828..., ist dann

lognapier (X) = 10’ (In 107 — In x)

Multiplikation sehen bei Blrgi und Napier verschieden aus ...



Biirgis und Napiers Multiplikation/Division
Multiplikation:
10gRirqi (¥ ' ¥) = 10ggi1qi(¥) +108g.4i(y) (Regel der roten Zahlen)

logNapier(x ) y) — 1OgNapier(x) + 1OgNapier@) - 1OgNapier(l)

Division:
10gBiirgi (X/Y) = 108Rrqi(X) —108Ry4i(y) (Regel der roten Zahlen)

1OgNapier(x/Y) — 1OgNapier(x) o 1OgNapier(y) T 1OgNapier(l)

Vergleich des Rechenaufwands . ..



Rechenaufwand

Benutzung der Tabellen erfordert bei Burgi und Napier etwa den
gleichen Rechenaufwand.

Zusatzlich muss Burgi Logarithmuswerte mit der Birgi-Konstanten
23027.0022 korrigieren, wenn errechnete Logarithmen aulserhalb
des Bereiches 0 bis 23027.0022 liegen.

Dahingegen korrigiert Napier die Resultate mit der Napier-Konstanten
108N apier(1) = 107 - In 107 = 161180 956.51

Also ist der Rechenaufwand bei Burgi und Napier in etwa gleich.

Ein Freund Napiers vermeidet derartige Korrekturen in einem
neuen Ansatz ...
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Briggs' Logarithmustabelle LOGARITHMICA

SIVE

FLOGARITHMORVM
CH[LIAD] S TRIGINTA, PRO
numeris naturali f¢ fitat

Henry Briggs (1561-1630) schldgt Napier | e
1616 vor, eine neue Logarithmustabelle m""““"
aufzustellen. Napier stimmt sofort zu. B “‘

ETl)l(;l‘.Nll TAVQ_VAl PLC\ 1x,
PRESTI DIZ

Briggs' Logarithmus hat Basis 10 und ist
deshalb leicht im Dezimalsystem zu be-
nutzen.

| L ONDINJ
" Exadebat GVLIELM VS
IONES. 16324

Briggs veroffentlich 1617 erste Rechenre-
sultate: Die Logarithmen fuer die ganzen Zahlen 1-1000.

Sieben Jahre spdter, 1624, erscheint Arithmetica Logarith-
mica. Das Buch enthdlt Details der Rechenarbeit auf 88 Seiten
und 14-stellige Logarithmen fir die Zahlen 1-20000 und 90 000—
100000 auf 289 Seiten.

Zusammenfassend . ..



Zusammenfassend kann man sagen

e BlUirgis Potenztabelle beruht auf einer genial einfachen
Konstruktion.

e BlUrgi hatte sicher die Idee einer Art Rechenscheibe, hat
sie aber leider nie ausgenutzt. Hatte er es getan, hatte er die
jahrhundertelange Entwicklung von Rechenschieber, -scheibe
und -walze eingeleitet.

e Blirgi und Napier haben unabhdnging voneinander den
Logarithmus erfunden. Da Biirgi die Veroffentlichung seiner
Tabelle um 20 Jahre verzogerte, wurde Napier lange Zeit als
alleiniger Erfinder des Logarithmus angesehen.

e Briggs’ Logarithmustabelle ist einfacher als Blrgis anzuwen-
den. Statt Addition/Subtraktion der Biirgi Konstante 23027.0022
wird die GrolBenordnung durch eine elementare Regel ermittelt:
Die Ziffern vor dem Dezimalpunkt bestimmen die Grolkenord-
nung, die Ziffern danach die Zahl.
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